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naj obravnava osnovne pojme in izreke elementarne geometrije štirikotnika. Obdela
naj posplošitve najpomembnejših znamenitih točk trikotnika, Eulerjeve premice in
krožnice devetih točk na štirikotnik ter posebej razišče situacijo v primeru tetivnega
štirikotnika.
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Magistrsko delo razišče lastnosti konveksnega in konkavnega štirikotnika. Najprej
predstavi lik, ki ga tvorijo razpolovišča stranic štirikotnika. Nato obravnava po-
membne točke v štirikotniku, kot so težišče, višinska točka, središče očrtane krožnice
in središče krožnice devetih točk ter pokaže, da omenjene točke ležijo na skupni pre-
mici. V nadaljevanju se delo osredotoči na trikotnike, ki imajo za oglišča tri izmed
oglišč štirikotnika. Definira točko, ki leži na krožnicah devetih točk teh trikotnikov
in to točko v drugem delu obravnava še za primer tetivnih štirikotnikov. Magistrska
naloga opisuje tudi središči včrtanih krožnic v konveksnem štirikotniku in poda obra-
zec za ploščino konveksnega štirikotnika. Nazadnje omenja podobnosti štirikotnikov
z dodatnim premislekom za tetivne štirikotnike.
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Magistrsko delo je razdeljeno v dva dela. Prvi del bomo začeli z zanimivo lastnostjo
štirikotnikov, ki jo je prvi natančno dokazal Pierre Varignon, zato jo po njem tudi
imenujemo. Ploščino Varignonovega paralelograma bomo primerjali s ploščino štiri-
kotnika, s pomočjo katerega je paralelogram definiran. Predstavili bomo točke, ki so
nam dobro poznane v trikotniku in malo manj v štirikotniku. Mednje štejemo teži-
šče, višinsko točko, središče očrtane krožnice in središče krožnice devetih točk. Nekaj
besed bomo namenili Eulerjevi premici, na kateri ležijo omenjene točke. Posvetili
se bomo Ponceletovi točki, ki v trikotniku ni definirana, je pa odvisna od štirih tri-
kotnikov, ki jih lahko tvorimo iz oglišč štirikotnika ABCD. Videli bomo, da težišča
teh trikotnikov določajo tudi oglišča štirikotnika, ki je podoben štirikotniku ABCD.
Za konec pa bomo definirali dve središči včrtanih krožnic v konveksnem štirikotniku
in z njuno pomočjo dokazali obrazec za ploščino konveksnega štirikotnika.
V drugem delu se bomo osredotočali na tetivne štirikotnike. Začeli bomo s snovjo,
s katero smo v prvem delu končali, to je središče včrtane krožnice, nadaljevali pa
z definicijo točke, ki bo pomembna v več sledečih poglavjih. Anticenter bo torej
skupna točka krožnic devetih točk in Simsonovih premic. Ogledali si bomo krožnico,
ki poteka skozi središča krožnic devetih točk trikotnikov, dobljenih iz oglišč tetivnega
štirikotnika ABCD. Pokazali bomo, da pravkar omenjena središča krožnic devetih




Za potrebe tega magistrskega dela definirajmo štirikotnik kot:
Definicija 2.1. Štirikotnik je ravninski lik s štirimi točkami A, B, C, D, od katerih
nobene tri niso kolinearne, skupaj z daljicami AB, BC, CD in DA, ki se ne sekajo.
Sledijo trditve, ki jih bomo uporabljali skozi celotno besedilo. Dokaz za prvo naj-
demo v [14], tretjo pa smo povzeli po [4].
Definicija 2.2. Naj bo trikotnik △ABC poljuben. Označimo A′ razpolovišče stra-
nice BC, B′ razpolovišče stranice AC in C ′ razpolovišče stranice AB. Trikotnik
△A′B′C ′ imenujemo medialni trikotnik trikotnika △ABC.
Trditev 2.3. Dan je trikotnik △ABC. Naj bo A′ razpolovišče stranice BC, B′
razpolovišče stranice AC in C ′ razpolovišče stranice AB. Daljica B′C ′ je vzporedna
stranici BC in velja |BC| = 2|B′C ′|.
Dokaz. Najprej točko C ′ prezrcalimo čez B′, da velja |C ′B′| = |B′D|. Oglejmo si
trikotnika △AC ′B′ in △DB′C. Kota pri oglišču B′ sta sovršna in zato skladna.
Z upoštevanjem enakosti |AB′| = |B′C| in |C ′B′| = |B′D| sledi, da sta trikotnika
skladna. Zaradi skladnosti ter vzporednosti DB′||B′C ′ in AB′||B′C velja DC||AC ′
in |DC| = |AC ′|. Iz očitnih razlogov velja tudi AC ′||C ′B in |AC ′| = |C ′B|, zato
lahko zapišemo DC||C ′B in |DC| = |C ′B|. Sledi, da je štirikotnik C ′BCD para-
lelogram. Torej velja |DC ′| = |CB| in DC ′||CB oz. B′C ′||BC. Upoštevamo še
|DC ′| = 2|B′C ′| in dobimo |BC| = 2|B′C ′|.
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Trditev 2.4. Središče očrtane krožnice trikotnika △ABC je višinska točka medial-
nega trikotnika △A′B′C ′.
Dokaz. Naj bo A′ razpolovišče stranice BC, B′ razpolovišče stranice AC in C ′ razpo-
lovišče stranice AB. Središče očrtane krožnice O trikotnika △ABC leži na simetrali
daljice CA, sledi B′O ⊥ CA. Po trditvi 2.3 je CA||C ′A′, zato velja tudi B′O ⊥ C ′A′.
Torej je B′O del višine na stranico C ′A′ v medialnem trikotniku △A′B′C ′. Podobno
ugotovimo, da je A′O del višine na stranico B′C ′ in C ′O del višine na stranico A′B′.
Višine v trikotniku imajo le eno skupno točko in to je višinska točka, torej je točka
O višinska točka medialnega trikotnika △A′B′C ′.
Trditev 2.5. Naj bo trikotnik △ABC poljuben. Označimo višinsko točko s H,
središče očrtane krožnice z O in razpolovišče stranice AC z B′. Potem velja BH =
2 ·B′O.
Dokaz. Naj bo A′ razpolovišče stranice BC, B′ razpolovišče stranice AC in C ′ razpo-
lovišče stranice AB. Po trditvi 2.3 velja AB||A′B′, BC||B′C ′ in CA||C ′A′. Torej sta
trikotnika △ABC in △A′B′C ′ podobna. Po istem izreku velja tudi |AB| = 2|A′B′|,
torej je medialni trikotnik △A′B′C ′ podoben trikotniku △ABC s faktorjem raztega
1
2
. Po izreku 2.4 je točka O višinska točka medialnega trikotnika △A′B′C ′. Daljica
BH povezuje oglišče trikotnika △ABC z njegovo višinsko točko, daljica B′O pa
oglišče in višinsko točko trikotnika △A′B′C ′. Z upoštevanjem faktorja raztega med
trikotnikoma △ABC in △A′B′C ′ je |B′O| = 1
2
|BH|.
Cevov in Menelajev izrek
Kasneje v tekstu bomo potrebovali nekaj znanih rezultatov iz elementarne geo-
metrije, ki jih najdemo v različni literaturi, na primer [6]. Cevov izrek bomo upo-
rabili v poglavju 2.4, Menelajev izrek pa v poglavju 2.8.
Izrek 2.6 (Cevov izrek). Naj bodo X, Y in Z točke na nosilkah stranic BC, CA in
AB trikotnika △ABC, ki niso enaka ogliščem. Če se daljice AX, BY in CZ sekajo






= −1, pri čemer upoštevamo usmerjenost daljic.
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Dokaz. Najprej pokažimo, da izrek velja za dolžine daljic, potem pa premislimo




Narišemo vzporednico stranici AB skozi oglišče C in jo presekamo z nosilkama
stranic AX in BY v točkah U in V . Tako dobimo več podobnih trikotnikov
△XAB ∼ △XUC, △Y AB ∼ △Y CV , △TAZ ∼ △TUC in △TZB ∼ △TCV .























































sedaj še predznak razmerij, ki je odvisen od usmerjenosti daljic. Tako je na primer
razmerje AZ
BZ
pozitivnega predznaka, če sta daljici AZ in BZ enako usmerjeni. To
se zgodi, kadar točka Z leži na nosilki stranice AB, ne pa na sami stranici AB.
Kadar točka Z leži na stranici AB, je predznak razmerja AZ
BZ
negativen. Podobno
velja za preostali dve razmerji. Poglejmo, kakšne so možne kombinacije predznakov.
Na sliki 2.2 prvi znak predstavlja predznak razmerja AZ
BZ
, drugi predznak razmerja
BX
CX
, tretji pa predznak razmerja CY
AY
. Opazimo, da ima v vseh primerih liho število









Izrek 2.7 (obrat Cevovega izreka). Naj bodo X, Y in Z točke na nosilkah stranic







= −1, potem se daljice AX, BY in CZ sekajo v skupni
točki.
Dokaz. Naj bo T presečišče daljic AX in BY . Označimo presečišče nosilke daljice






= −1. Po predpostavki










. Torej točki Z in Z ′ sovpadata
in izrek je dokazan.
Izrek 2.8 (Menelajev izrek). Naj bo ABC trikotnik in naj bodo X, Y , Z točke, ki
ležijo na nosilkah stranic BC, CA in AB in niso enaka ogliščem. Če so X, Y in Z






= 1, pri čemer upoštevamo usmerjenost daljic.





1. Naj bo p premica, na kateri ležijo točke X, Y in Z. Označimo pravokotno
projekcijo oglišč A, B in C na premico p z A1, B1 in C1. Zaradi podobnosti tri-

























V drugem koraku moramo moramo upoštevati tudi predznak razmerij. Predznak
razmerja AZ
BZ
je pozitiven, če točka Z leži na nosilki stranice AB, ne pa na stranici
sami. V primerum, da leži na stranici, je predznak negativen.
Slika 2.4













prava. Pri tem si pomagamo s Paschevim aksiomom za nekolinearne točke A, B in C
ter premico p, ki ne vsebuje nobene od teh treh točk. Aksiom pravi, če premica seka
eno od stranic trikotnika △ABC, potem seka še drugo stranico, ne pa tudi tretje.
Premica p torej seka dve stranici trikotnika △ABC ali pa nobene. To pomeni, da
imamo dve možni situaciji. Dve izmed točk X, Y in Z ležita na stranici trikotnika,
tretja pa na njeni nosilki - glej sliko 2.3 ali pa vse tri točke ležijo na nosilkah stranic
- glej sliko 2.4. V prvem primeru imata dve razmerji negativen predznak, eno pa








Izrek 2.9 (obrat Menelajevega izreka). Naj bo ABC trikotnik in naj bodo X, Y , Z
točke, ki ležijo na nosilkah stranic BC, CA in AB in niso enaka ogliščem. Če za






= 1, potem so točke X, Y in Z kolinearne.
Dokaz. Naj bo Z ′ presečišče nosilk daljic AB in XY . Točke X, Y in Z ′ so očitno


















oz. Z ′ = Z. Torej so točke X, Y in Z
kolinearne.
2.2 Varignonov paralelogram
Poglavje opisuje zanimive rezultate, ki veljajo za poljubni štirikotnik in jih lahko
najdemo v [12].
Izrek 2.10. Naj bo ABCD poljuben štirikotnik. Označimo z MAB, MBC, MCD in
MDA razpolovišča stranic AB, BC, CD in DA. Štirikotnik MABMBCMCDMDA je
paralelogram.
Dokaz. Točki MAB in MBC razpolavljata stranici AB in BC, zato po trditvi 2.3
velja, da je daljica MABMBC vzporedna diagonali AC. Analogno velja, da je daljica
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MCDMDA vporedna AC. Sledi MABMBC ||MCDMDA. S podobnim premislekom
pridemo do sklepa MDAMAB||MBCMCB. Vporednost nasprotnih daljic štirikotnika
MABMBCMCDMDA zadostuje za dokaz izreka.
Definicija 2.11. Naj bodo MAB, MBC , MCD in MDA razpolovišča stranic AB, BC,
CD, DA štirikotnika ABCD. Štirikotnik MABMBCMCDMDA imenujemo Varigno-
nov paralelogram.
Posledica 2.12. Naj bo ABCD štirikotnik s pravokotnima diagonalama. Varigno-
nov paralelogram, ki pripada štirikotniku ABCD je pravokotnik.
Dokaz. Iz dokaza izreka 2.10 vemo, da je vsaka od stranic paralelograma vzporedna
eni od diagonal štirikotnika ABCD. Ker sta diagonali pravokotni, je Varignonov
paralelogram v bistvu pravokotnik.
Posledica 2.13. Naj bo ABCD štirikotnik s skladnima diagonalama. Varignonov
paralelogram, ki pripada štirikotniku ABCD je romb.
Dokaz. Točke MAB, MBC , MCD, MDA razpolavljajo stranice štirikotnika ABCD,
zato po trditvi 2.3 velja |MABMBC | = 12 |AC| = |MDAMCD|. Podobno dobimo
|MDAMAB| = 12 |BD| = |MCDMBC |. Ker sta diagonali štirikotnika ABCD enako
dolgi, sledi |MABMBC | = |MBCMCD| = |MCDMDA| = |MDAMAB|, torej je Varigno-
nov paralelogram v bistvu romb.
Posledica 2.14. Naj bo ABCD štirikotnik s skladnima in pravokotnima diagona-
lama. Varignonov paralelogram, ki pripada štirikotniku ABCD je kvadrat.
Dokaz. Sledi iz posledic 2.12 in 2.13.
Izrek 2.15. Naj bodo MAB, MBC, MCD in MDA razpolovišča stranic štirikotnika
ABCD. Obseg Varignonovega paralelograma MABMBCMCDMDA je enak vsoti dia-
gonal štirikotnika ABCD.
Dokaz. V dokazu posledice 2.13 smo premislili, da velja |MABMBC | = 12 |AC| =
|MDAMCD| in |MDAMAB| = 12 |BD| = |MCDMBC |. Iz teh enakosti sledi, da je
obseg Varignonovega paralelograma enak |MABMBC |+ |MBCMCD|+ |MCDMDA|+







|BD| = |AC|+ |BD|.
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Ploščina konkavnega štirikotnika
Zdi se naravno, da ploščino konveksenga štirikotnika določimo kot vsoto ploščin dveh
trikotnikov, ki jih dobimo, če štirikotniku narišemo eno od diaginal. Tako dobimo
recimo S(ABCD) = S(△ABC)+S(△ACD). Če želimo, da ta enakost velja tudi za
konkavni štirikotnik, moramo uvesti orientirano ploščino. Ta je pozitivna, če je lik
pozitivno orientiran, torej si oglišča sledijo v nasprotni smeri urinega kazalca. Ana-
logno velja, da je orientirana ploščina lika negativna, če je lik negativno orientiran.
Naj bo [ABCD] oznaka za orientirano ploščino štirikotnika ABCD. Tako za oba
štirikotnika na sliki 2.5 velja [ABCD] = [△ABC]+[△ACD] = [△ABC]−[△ADC].
Slika 2.5
Izrek 2.16. Naj bodo MAB, MBC, MCD in MDA razpolovišča stranic štirikotnika
ABCD. Ploščina Varignonovega paralelograma MABMBCMCDMDA je enaka polo-
vici ploščine štirikotnika ABCD.




Izračun je za oba primera enak, vendar moramo paziti na orientiranost likov.
Naj oznaka [△ABC] pomeni orientirano ploščino trikotnika △ABC. Ker sta MAB in
MDA razpolovišči stranic AB in DA, sta osnovnica in višina trikotnika △AMABMDA
enaki polovici dolžine osnovnice in višine trikotnika △ABD. Sledi [△AMABMDA] =
1
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[△ABD]. Podoben premislek naredimo za ostale trikotnike, ki imajo eno oglišče
enako oglišču štirikotnika ABCD, preostali dve oglišči pa sta razpolovišči stranic
tega štirikotnika. Velja:
[MABMBCMCDMDA] = [ABCD]− [△AMABMDA]− [△BMBCMAB]


























2.3 Težišče oglišč in težišče ravninskega lika
Preden se osredotočimo na štirikotnike, si poglejmo, kako najdemo težišče trikotnika.
Težišče oglišč trikotnika △ABC dobimo tako, da najprej poiščemo težišče dveh
oglišč. Težišče oglišč A in B je v razpolovišču daljice, ki ima ti dve oglišči za krajišči,
označimo to razpolovišče z MAB. Težišče vseh treh oglišč leži na daljici MABC. Na
podoben način dobimo, da težišče oglišč leži tudi na daljicah MBCA in MCAB.
Tem daljicam rečemo težiščnice. Premislimo, da se težiščnice sekajo v eni točki.
Ker težiščnice sekajo stranice trikotnika △ABC v razpoloviščih, z upoštevanjem






= −1(−1)(−1) = −1. Po izreku 2.7 se
težiščnice torej sekajo v isti točki. Ta točka je težišče oglišč trikotnika △ABC.
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Poiščimo sedaj še težišče ravninskega lika △ABC. Razdelimo trikotnik na tanke
pasove vzporedne stranici AB. Ker so pasovi tanki, lahko nanje gledamo kot na
daljice, zato je težišče vsakega izmed njih v razpolovišču daljice oz. pasu.
Težišče ravninskega lika bo torej ležalo na krivulji, ki povezuje vsa ta razpolovi-
šča. Pokažimo, da je ta krivulja težiščnica. Premisliti moramo, da težiščnica seka
poljuben pas, vzporeden stranici AB, v razpolovišču pasu. Naj bodo X, Y in T
presečišča pasu z daljicami AC, BC in MABC. Ker velja XY ||AB, sta trikotnika
△XY C in △ABC podobna. Iz istega razloga sta podobna tudi trikotnika △XTC











oz. x+ y = 2x. Pokazali smo, da velja x = y, torej težiščnica res seka poljuben pas,
vzporeden stranici AB, v njegovem razpolovišču.
S podobnim premislekom ugotovimo, da težiče ravninskega lika leži tudi na dru-
gih dveh težiščnicah. Torej je tudi težišče ravninskega lika v presečišču težiščnic,
zato težišče oglišč in težišče ravninskega lika sovpadata za poljuben trikotnik ABC.
Sedaj pa si poglejmo težišče oglišč in težišče ravninskega lika pri štirikotnikih. Sle-
deče rezultate najdemo v [12].
Težišče oglišč
Naj bo ABCD poljuben štirikotnik. Težišče oglišč A in B je razpolovišče MAB
daljice s krajiščema A in B. Podobno je MCD težišče oglišč C in D. Težišče vseh
štirih oglišč štirikotnika torej leži na daljici MABMCD. Analogno velja tudi, da
težišče oglišč štirikotnika ABCD leži na daljici MDAMBC . Iz tega sledi naslednja
definicija.
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Definicija 2.17. Naj bodo MAB, MBC , MCD in MDA razpolovišča stranic AB, BC,
CD in DA štirikotnika ABCD. Težišče oglišč GO je presečišče daljic MABMCD in
MDAMBC .
V poglavju 2.2 smo videli, da točke MAB, MBC , MCD in MDA tvorijo paralelo-
gram, torej sta daljici MABMCD in MDAMBC njegovi diagonali. Ker se diagonali
v paralelogramu razpolavljata, je težišče oglišč GO razpolovišče daljic MABMCD in
MDAMBC . Označimo razpolovišče daljice AC z J in razpolovišče daljice BD s K. Po
trditvi 2.3 za trikotnika △ABC in △BCD velja MABJ ||BC||KMCD, za trikotnika
△ABD in △ACD pa MABK||AD||JMCD. Torej je tudi štirikotnik MABJMCDK
paralelogram z diagonalama MABMCD in JK, ki se razpolavljata. Kot vemo, je
razpolovišče daljice MABMCD točka GO, zato je to tudi razpolovišče daljice JK.
Prišli smo torej do sklepa, da se daljice MABMCD, MDAMBC in JK razpolavljajo
in sekajo v težišču oglišč GO štirikotnika ABCD.
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Težišče ravninskega lika
Razdelimo štirikotnik ABCD z diagonalo na dva trikotnika. Vzemimo recimo tri-
kotnika △ABC in △ACD in poiščemo njuni težišči Gd in Gb. Težišče štirikotnika
leži na daljici GbGd. Podobno ugotovimo, da težišče leži tudi na daljici GaGc, kjer
je Ga težišče trikotnika △BCD in Gc težišče trikotnika △ABD. Torej za težišče
ravninskega lika, ki mu rečemo kar težišče, velja G = GaGc ∩GbGd.
Slika 2.7
Na sliki 2.7 vidimo, da težišče oglišč GO in težišče G ne sovpadata za poljuben
štirikotnik.
Trditev 2.18. Naj bo ABCD štirikotnik, G njegovo težišče in GO težišče njegovih
oglišč. Če je ABCD paralelogram, potem točki GO in G sovpadata.
Dokaz. Vzemimo diagonalo BD, ki paralelogram ABCD razdeli na dva skladna
trikotnika △ABD in △BCD. Ker se diagonali paralelograma razpolavljata, poteka
ena od težiščnic v trikotniku △ABD od oglišča A do presečišča diagonal S. Torej
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težišče Gc trikotnika △ABD leži na diagonali AC. Iz podobnega razloga na isti
diagonali leži težišče Ga trikotnika △BCD. Torej daljica GaGc leži na diagonali AC.
Podoben sklep lahko naredimo za daljico GbGd, ki leži na diagonali BD. Sledi, da
je presečišče teh dveh daljic enako presečišču diagonal paralelograma, torej G = S.
Po drugi strani pa dejstvo, da se diagonali v paralelogramu razpolavljata pomeni,
da sta razpolovišče J diagonale AC in razpolovišče K diagonale BD v bistvu enaki
presečišču diagonal S, torej J = K = S. Ker je presečišče oglišč GO razpolovišče
daljice JK, velja tudi GO = S. Sledi GO = G.
2.4 Težišče, višinska točka in središče očrtane krožnice
Baricentrične koordinate
Osnovne lastnosti baricentričnih koordinat smo povzeli po [1] in [8]. Začnimo raz-
mišljanje z zelo preprostim primerom. Predstavljajmo si daljico brez mase z utežmi
na obeh krajiščih in poiščimo težišče tega sistema. Naj bo v krajišču A utež a > 0
in v krajišču B utež b > 0. Če velja a = b, težišče leži v razpolovišču daljice. V
primeru a ̸= b težišče ne leži v razpolovišču, vendar še vedno leži na daljici AB. Naj
bo d dolžina daljice AB, potem je težišče, ki ga iščemo, b
a+b
d oddaljeno od krajišča
A in a
a+b
d od krajišča B. Premislimo, kaj se zgodi, kadar je ena od uteži v krajišču





od krajišča B pa a
a+b
d = 0. Torej težišče leži v krajišču B. Čeprav se morda zdi
nenaravno, lahko obravnavamo tudi primer z negativnimi utežmi. Recimo, da je
a < 0 in b > 0, potem je
⏐⏐ b
a+b
⏐⏐ > 1, torej je težišče od krajišča A oddaljeno za
dolžino, večjo od d. Zato težišče ne leži na daljici AB, ampak na nosilki te daljice
in sicer tako, da krajišče B leži med krajiščem A in težiščem. Premislimo še, kaj se
zgodi, kadar sta obe uteži v krajiščih negativni. Potem velja
⏐⏐ b
a+b
⏐⏐ < 1 in ⏐⏐ a
a+b
⏐⏐ < 1,
kar pomeni, da težišče leži na daljici AB.
V nadaljnem razmišljanju bomo uporabili izrek 2.7, zato bomo, tako kot pri iz-
reku, pozorni na usmerjenost daljic. V oglišča A, B in C trikotnika ABC postavimo
uteži a, b in c. Iščemo težišče T sistema točk A, B in C z utežmi. Najprej si
poglejmo primer na sliki 2.8, kjer velja a > 0, b > 0 in c > 0. Označimo dolžino
daljice AB z d, dolžino daljice BC z e in dolžino daljice CA s f . Težišče Z daljice












. Podobno leži težišče X daljice BC z utežjo b v krajišču B in utežjo




in težišče Y daljice CA z utežjo
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T sistema treh točkastih uteži leži na daljicah, ki povezujejo težišča X, Y in Z z

























= −1, to sledi po
izreku 2.7.
Slika 2.8
Premislimo še za primere, ko niso vse uteži pozitivna števila. Na sliki 2.9a je
prikazan primer za a > 0, b < 0 in c > 0, na sliki 2.9b pa primer a < 0, b > 0












. Opazimo, da so nekatera razmerja negativnega predznaka. To se
























= −1. Po izreku 2.7 torej velja, da se




Do sedaj smo obravnavali samo primere, ko so uteži pozitivna ali negativna
števila. Poraja se vprašanje, kje leži težišče T , kadar je ena od vrednosti a, b ali c
enaka 0. Recimo, da velja a = 0, b ̸= 0 in c ̸= 0. Kot smo premislili že na začetku
tega poglavja, v takem primeru težišče Z daljice AB z utežmi v krajiščih leži v
krajišču B. Podobno težišče Y daljice CA leži v krajišču C. Težišče X daljice BC
pa leži na nosilki te daljice. Sledi, da se daljice AX, BY in CZ sekajo v točki X,
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torej je tam težišče T , ki ga iščemo. Slika 2.10 prikazuje tak primer, ko sta b in c
uteži istega predznaka.
Slika 2.10
Kaj pa se zgodi, kadar sta dve uteži v ogliščih enaki 0? Vzemimo primer, ko
velja a = 0 = c in b ̸= 0. Potem težišče Z daljice AB leži v krajišču B, prav tako
pa tudi težišče X daljice BC. Torej bo v točki B naše iskano težišče.
Za ostale kombinacije predznakov uteži v ogliščih A, B in C bi bil premislek
podoben enemu od zgornjih primerov. Slika 2.11 prikazuje, kakšni so predznaki
uteži, če težišče T leži v določenem območju. Meje teh območij so nosilke stranic
trikotnika ABC. Prvi simbol predstavlja predznak uteži a, drugi predznak uteži b
in tretji predznak uteži c.
Slika 2.11
V vseh omenjenih primerih smo do težišča prišli s pomočjo točk X, Y in Z,
ki na nosilkah stranic trikotnika ABC ležijo v določenih razmerjih. Oglejmo si ta
razmerja bolj podrobno na primerih, ki smo jih uporabili že zgoraj. Naj bo [△ABC]
oznaka za orientirano ploščino trikotnika △ABC. Orientirana ploščina ima pozitiven
predznak, če je trikotnik pozitivno orientiran in negativen predznak v nasprotnem
primeru. Upoštevali bomo, da orientirano ploščino trikotnika dobimo iz dolžine
stranice trikotnika in dolžine višine na to stranico skupaj z ustreznim predznakom.
Poglejmo si najprej primer, ko so vse tri uteži pozitivne kot na sliki 2.12.
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b : a = AZ : ZB
= [△AZT ] : [△ZBT ]
= (|ZT | · |A1A|) : (|ZT | · |B1B|)
= (|TC| · |A1A|) : (|TC| · |B1B|)
= [△TCA] : [△TBC]
Slika 2.12
Kadar je ena od uteži negativno število, recimo b < 0, kot na sliki 2.13a, velja:
b : a = AZ : ZB
= [△AZT ] : [△ZBT ]
= (−|ZT | · |A1A|) : (|ZT | · |B1B|)
= (−|TC| · |A1A|) : (|TC| · |B1B|)




Podoben premislek velja za primer, ko sta dve uteži negativni števili. Naj bo
a < 0 in c < 0 kot na sliki 2.13b.
b : a = AZ : ZB
= [△AZT ] : [△ZBT ] =
= (−|ZT | · |A1A|) : (|ZT | · |B1B|)
= (|TC| · |A1A|) : (−|TC| · |B1B|)
= [△TCA] : [△TBC]
Poglejmo si še primer, ko je ena izmed uteži a in b enaka 0. Na sliki 2.14a je
a = 0, b in c pa sta istega predznaka.
b : a = AZ : ZB
= [△AZT ] : [△ZBT ] =
= [△AZC] : [△ZBC] =
= ([△AZC]− [△AZT ]) : ([△ZBC]− [△ZBT ])
= [△TCA] : [△TBC]
(a) (b)
Slika 2.14
Slika 2.14b prikazuje primer, ko velja a = 0 = c in b ̸= 0. Podobno kot v
prejšnjem primeru lahko zapišemo:
b : a = AZ : ZB
= [△AZC] : [△ZBC] =
= [△TCA] : [△TBC]
Do enakega zaključka bi prišli tudi pri ostalih primerih, ki niso bili predstavljeni.
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Na podoben način kot smo v zgornjih primerih pokazali enakost a : b = [△TCA] :
[△TBC], lahko dobimo razmerje b : c = [△TCA] : [△TAB]. Združimo ta razmerja
v a : b : c = [△TBC] : [△TCA] : [△TAB]. Vrednosti a, b in c so koordinate
točke T , ki jih zapišemo (a : b : c) in imenujemo baricentrične koordinate. Ker
gre za razmerje, so koordinate homogene, kar pomeni (a : b : c) = (λa : λb : λc) za
neničelno realno število λ. Opazimo, da ima ploščina [△TBC] pozitivno orientacijo,
če točki T in A ležita na isti strani nosilke daljice BC in negativno v nasprotnem
primeru. Ploščina je očitno enaka 0, kadar točka T leži na daljici BC. Podobno
velja za ostali dve ploščini.
Kadar baricentričnim koordinatam (a : b : c) dodamo pogoj a + b + c = 1,
rečemo, da so normalizirane baricentrične koordinate. To zlahka dosežemo tako, da
ploščine v razmerju delimo s ploščino trikotnika △ABC, torej 1
a+b+c
(a : b : c) =
1
S(△ABC)(S(△TBC) : S(△TCA) : S(△TAB)). To pomeni, da mora biti vsota vseh
treh ploščin v razmerju enaka ploščini trikotnika △ABC. To je očitno, če točka T
leži znotraj trikotnika △ABC. V primeru, ko točka T leži zunaj trikotnika △ABC,




V primeru na sliki 2.15a je ploščina [△TCA] pozitivna. Sta pa ploščini [△TAB]
in [△TBC] negativnega predznaka, saj ležita točki T in C oz. T in A na nasprotnih
straneh nosilk daljic AB oz. BC. Podobno velja za primer na sliki 2.15b, kjer
točka T leži na drugi strani nosilke daljice AB kot oglišče C. Ploščina [△TAB]
je negativna, medtem ko sta ploščini [△TCA] in [△TBC] pozitivnega predznaka.
V obeh primerih z upoštevanjem predznakov ploščin velja [△TCA] + [△TBC] +
[△TAB] = [△ABC].
Trditev 2.19. Poljubno točko T v ravnini trikotnika △ABC lahko zapišemo kot
T = xA + yB + zC, kjer so x = [△TBC]
[△ABC] , y =
[△TCA]











BC ležijo ravnini trikotnika △ABC, zato enega lahko zapišemo kot linearno












BC, da dobimo skalarja α in γ. Pri premisleku




















































































































































OC nismo potrebovali točno do-
ločenega izhodišča za krajevne vektorje, zato enakost velja ne glede na izbiro točke
O.
V nadaljevanju se bomo osredotočali na ortološki trikotnik, ki ga opisujeta tudi
vira [2] in [10].
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Definicija 2.20. Trikotnik △ABC je ortološki glede na trikotnik △A′B′C ′, če se
pravokotnice na daljice A′B′, B′C ′, C ′A′ skozi oglišča C, A, B sekajo v isti točki.
Presečišče se imenuje ortološko središče trikotnika △ABC.
Lema 2.21. Trikotnik △ABC je ortološki glede na trikotnik △A′B′C ′ natanko ta-












C ′A′ = 0.
Dokaz. Naj bo trikotnik △ABC ortološki glede na trikotnik △A′B′C ′. Najprej



























































Pokazali smo, da za M ̸= N velja V (M) = V (N), torej je vrednost V (M)
neodvisna od izbire točke M . Zato lahko za M izberemo ortološko središče in enakost
V (M) = 0 očitno velja.
Dokažimo izrek še v obratni smeri. Po predpostavki velja V (M) = 0 za poljuben
M . Za točko M izberimo presečišče pravokotnice na nosilko daljice B′C ′ skozi točko













A′B′ = 0. Iz tega lahko sklepamo, da
tudi pravokotnica na nosilko daljice C ′A′ skozi B poteka skozi M . Torej je trikotnik
△ABC ortološki glede na trikotnik △A′B′C ′.
Izrek 2.22. Če je trikotnik △ABC ortološki glede na trikotnik △A′B′C ′, potem je
trikotnik △A′B′C ′ ortološki glede na trikotnik △ABC.
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Dokaz. Uporabimo zgornjo lemo. Trikotnik △ABC je po predpostavki ortološki












C ′A′ = 0.












C ′A′ = 0. Srednji člen je































































CA = 0 za M = A′,
kar pomeni, da je trikotnik △A′B′C ′ ortološki glede na trikotnik △ABC.
Izrek 2.23. Če sta trikotnika △ABC in △A′B′C ′ ortološka z ortološkima centroma
R in R′, potem so baricentrične koordinate R glede na trikotnik △ABC enake bari-
centričnim koordinatam R′ glede na trikotnik △A′B′C ′.
Dokaz. Dokaz se opira na sliko 2.16, podobno bi dokazali za trikotnika △ABC in
△A′B′C ′ v drugačni medsebojni legi. Naj bodo a = |BC|, b = |CA| in c = |AB|.
Označimo presečišče nosilk stranic R′A′ in BC z D, presečišče nosilk stranic R′B′
in AC z E, presečišče nosilk stranic R′C ′ in AB pa s F . Nosilka stranice B′C ′ seka
nosilke stranic AC, AB in AR v J , K in L v tem vrstnem redu. Trikotnika △ABC
in △A′B′C ′ sta ortološka, zato je RA ⊥ B′C ′ in R′B′ ⊥ AC. Kota ]B′JE in
]LJA sta skladna, prav tako tudi kota ]AKL in ]FKC ′. Iz tega lahko sklepamo
o podobnosti trikotnikov △JEB′ ∼ △JAL in △KLA ∼ △KC ′F . Sledijo enakosti



































c · sin(]R′C ′B′)
:
1









c · |AR| · sin(]RAB)
:
2







= S(△RAC) : S(△RAB)
Analogno dobimo a|R′A′| :
b
|R′B′| = S(△RBC) : S(△RAC). Oglejmo si štirikotnik
AFR′E. Kota pri ogliščih E in F skupaj merita 180◦, zato je tudi vsota preo-
stalih dveh kotov v štirikotniku enaka 180◦. Velja ]FR′E = 180◦ − ]EAF , kar
upoštavamo v naslednjem premisleku.
sin(]B′R′C ′) = sin(]ER′F )
= sin(180◦ − ]EAF )
= sin(]EAF )
= sin(]CAB)
Podoben premislek naredimo za sin(]C ′R′A′) = sin(]ABC) in sin(]A′R′B′) =
sin(]BCA). Pri tem moramo biti pozorni pri primeru 2.16b. Enakosti še vedno
držita, premisliti je treba zakaj.
sin(]C ′R′A′) = sin(180◦ − ]C ′R′A′)
= sin(]C ′R′D)
= sin(180◦ − ]C ′R′D)
= sin(]FBD)
= sin(180◦ − ]FBD)
= sin(]ABC)
Preveriti moramo še, da velja tudi enakost sin(]A′R′B′) = sin(]BCA). Opa-
zimo, da se stranici štirikotnika ECDR′ sekata in oblikujeta dva trikotnika, ki imata
en kot pravi in drug kot del sovršnega kota, zato velja ]ER′D = ]DCE. To upo-
rabimo v naslednjem zapisu.
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Ugotovljeno uporabimo v prvem enačaju, ki sledi:




























=S(△RBC) : S(△RCA) : S(△RAB)
Pri predzadnjem enačaju smo uporabili sinusni izrek, pri zadnjem pa razmerja, ki
smo jih ugotovili zgoraj. Uspeli smo pokazati, da so baricentrične koordinate točke
R′ glede na trikotnik △A′B′C ′ enake baricentričnim koordinatam točke R glede na
trikotnik △ABC.
Sedaj pa se posvetimo točkam iz naslova tega poglavja. Definirali bomo težišče,
kvazi višinsko točko in kvazi središče očrtane krožnice štirikotnika ABCD kot jih
najdemo v [9].
Definicija 2.24. Naj bo ABCD štirikotnik in naj bodo Ga, Gb, Gc in Gd težišča
trikotnikov BCD, ACD, ABD in ABC v tem vrstnem redu. Presečišče nosilk daljic
GaGc in GbGd imenujemo težišče G štirikotnika ABCD.
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Definicija 2.25. Naj bo ABCD štirikotnik in naj bodo Ha, Hb, Hc in Hd višinske
točke trikotnikov BCD, ACD, ABD in ABC v tem vrstnem redu. Presečišče nosilk
daljic HaHc in HbHd imenujemo kvazi višinska točka H štirikotnika ABCD.
Definicija 2.26. Naj bo ABCD štirikotnik in naj bodo Oa, Ob, Oc in Od sredi-
šča očrtanih krožnic trikotnikov BCD, ACD, ABD in ABC v tem vrstnem redu.
Presečišče nosilk daljic OaOc in ObOd imenujemo kvazi središče očrtane krožnice O
štirikotnika ABCD.
Izrek 2.27. V poljubnem trikotniku so težišče G, višinska točka H in središče očr-
tane krožnice O kolinearne in ležijo v razmerju HG : GO = 2 : 1.
Dokaz. Naj bodo A′, B′ in C ′ razpolovišča stranic BC, CA in AB trikotnika △ABC.
Po trditvi 2.3 vemo, da je BC||B′C ′, trditev 2.4 pa pove, da je O višinska točka
medialnega trikotnika. Iz tega lahko sklepamo, da je AH||A′O, saj je AH del višine
na stranico BC trikotnika △ABC, A′O pa del višine na stranico B′C ′ trikotnika
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△A′B′C ′. Trditev 2.5 zagotavlja še enakost |AH| = 2|A′O|. Točke A, G in A′
so kolinearne, saj ležijo na težiščnici trikotnika △ABC. Spomnimo se, da težišče
razdeli težiščnico v razmerju 2 : 1, zato velja |AG| = 2|GA′|. Iz vsega tega sklepamo,
da sta trikotnika △AGH in △A′GO podobna. Torej je ]AGH = ]A′GO. Sledi,
da so točke G, H in O kolinearne. Še več, iz enakosti |AG| = 2|GA′| in |AH| =
2|A′O|lahko sklepamo, da velja tudi |HG| = 2|GO|. Pokazali smo, da velja razmerje
HG : GO = 2 : 1.
Izrek 2.28. V poljubnem štirikotniku ABCD so težišče G, kvazi višinska točka H in
kvazi središče očrtane krožnice O kolinearne in ležijo v razmerju HG : GO = 2 : 1.
Dokaz. Naj bodo fG, fO, fH afine preslikave, ki trikotnik △ABC preslikajo v triko-
tnike △GaGbGc, △OaObOc oz. △HaHbHc. Točko D, ki leži v ravnini nekolinearnih
točk A, B, C lahko zapišemo kot D = xA+ yB + zC, kjer so x, y, z realna števila
in velja x+ y + z = 1. Poglejmo si, kam fG preslika točko D.
fG(D) = fG(xA+ yB + zC)
= xfG(A) + yfG(B) + zfG(C)
















(x+ y + z)(A+B + C)
= Gd
Vemo, da točka Oa leži na simetrali stranice BC, točka Ob leži na simetrali
stranice AC in točka Oc leži na simetrali stranice AB. Torej je trikotnik △OaObOc
ortološki glede na trikotnik △ABC. Točka Od je središče očrtane krožnice trikotnika
△ABC, zato je to tudi presečišče vseh treh omenjenih simetral. Sledi, da je Od
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ortološko središče trikotnika △OaObOc. Po izreku 2.22 sta trikotnika △ABC in
△OaObOc ortološka. Oglejmo si sedaj trikotnik △OaObOc. Točki Oa in Oc ležita na
simetrali daljice BD, zato je nosilka daljice OaOc pravokotna na BD. Podobno velja,
da je nosilka daljice ObOc pravokotna na AD in nosilka daljice OaOb pravokotna na
CD. Torej se pravokotnice na nosilke daljic OaOc, ObOc, OaOb skozi točke B, A,
C sekajo v isti točki D. Kar pomeni, da je D ortološko središče trikotnika ABC.
Izrek 2.23 zagotavlja, da afina preslikava fO točko D preslika v Od.
Po izreku 2.27 vemo, da v poljubnem trikotniku velja razmerje HG : GO = 2 : 1,
kjer je H višinska točka trikotnika, G težišče in O središče očrtane krožnice. Torej
to velja tudi za trikotnike △BCD, △ACD in △ABD. Dobimo razmerja HaGa :
GaOa = 2 : 1, HbGb : GbOb = 2 : 1 in HcGc : GcOc = 2 : 1. Pokazali smo, da fG(X)
deli daljico fH(X)fO(X) v razmerju 2 : 1 za X = A,B,C. Sledi, da to velja za
vsako točko X v ravnini trikotnika △ABC. Posebej poudarimo, da to velja tudi za
točko D, torej velja fH(D)fG(D) : fG(D)fO(D) = fH(D)Gd : GdOd = 2 : 1. Očitno
mora biti fH(D) = Hd, saj to razmerje med višinsko točko, težiščem in središčem
očrtane krožnice velja tudi za trikotnik △ABC. Naj bo Y = AC ∩BD. Uporabimo
afine preslikave fG, fH , fO in dobimo:
fG(Y ) = fG(A)fG(C) ∩ fG(B)fG(D) = GaGc ∩GbGd = G
fH(Y ) = fH(A)fH(C) ∩ fH(B)fH(D) = HaHc ∩HbHd = H
fG(Y ) = fO(A)fO(C) ∩ fO(B)fO(D) = OaOc ∩ObOd = O
Pokazali smo, da so težišče G, kvazi višinska točka H in kvazi središče očrtane
krožnice O kolinearne in v razmerju HG : GO = 2 : 1.
2.5 Eulerjeva premica
V tem poglavju bomo definirali kvazi središče krožnice devetih točk na podoben
način kot smo definirali težišče, kvazi višinsko točko in kvazi središče očrtane krožnice
v poglavju 2.4. Eulerjevo premico za štirikotnik kot sta opisana v [9].
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Definicija 2.29. Naj bo ABCD štirikotnik in naj bodo Na, Nb, Nc in Nd središča
krožnic devetih točk trikotnikov BCD, ACD, ABD in ABC v tem vrstnem redu.
Presečišče nosilk daljic NaNc in NbNd imenujemo kvazi središče krožnice devetih
točk N štirikotnika ABCD.
Izrek 2.30. V poljubnem štirikotniku ABCD naj bo N kvazi središče krožnice de-
vetih točk, H kvazi višinska točka in O kvazi središče očrtane krožnice. Potem so
točke N , H in O kolinearne in velja HN : NO = 1 : 1.
Dokaz. Naj bodo fN , fO, fH afine preslikave, ki trikotnik △ABC preslikajo v tri-
kotnike △NaNbNc, △OaObOc oz. △HaHbHc. Iz dokaza izreka 2.28 vemo, da velja:
fO(D) = Od in fH(d) = Hd za poljubno točko D v ravnini trikotnka △ABC. Posle-
dica 3.10 pove, da v poljubnem trikotniku velja razmerje HN : NO = 1 : 1, kjer je
H višinska točka trikotnika, N središče Eulerjeve krožnice in O središče očrtane kro-
žnice. Torej to velja tudi za trikotnike △BCD, △ACD in △ABD. Dobimo razmerja
HaNa : NaOa = 2 : 1, HbNb : NbOb = 2 : 1 in HcNc : NcOc = 2 : 1. Pokazali smo, da
fE(X) deli daljico fH(X)fO(X) v razmerju 1 : 1 za X = A,B,C. Sledi, da to velja
za vsako točko X v ravnini trikotnika △ABC. Posebej poudarimo, da to velja tudi
za točko D, torej velja fH(D)fN(D) : fN(D)fO(D) = HdfN(D) : fN(D)Od = 1 : 1.
Očitno mora biti fN(D) = Nd, saj to razmerje med višinsko točko, središčem Euler-
jeve krožnice in središčem očrtane krožnice velja tudi za trikotnik △ABC. Naj bo
Y = AC ∩BD. Uporabimo afine preslikave fG, fH , fO in dobimo:
fN(Y ) = fN(A)fN(C) ∩ fN(B)fN(D) = NaNc ∩NbNd = N
fH(Y ) = fH(A)fH(C) ∩ fH(B)fH(D) = HaHc ∩HbHd = H
fG(Y ) = fO(A)fO(C) ∩ fO(B)fO(D) = OaOc ∩ObOd = O
Točka Y je v ravnini trikotnika △ABC, zato tudi zanjo velja, da fN(Y ) deli
daljico fH(Y )fO(Y ) v razmerju 1 : 1. Torej smo pokazali, da so točke fN(Y ) = N ,
fH(Y ) = H in fO(Y ) = O kolinearne ter velja razmerje HN : NO = 1 : 1.
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Iz izrekov 2.28 in 2.30 sledi kolinearnost težišča G, kvazi višinske točke H, sredi-
šča očrtane krožnice O in kvazi središča krožnice devetih točk N štirikotnika ABCD.
Definicija 2.31. Premica, na kateri ležijo težišče, kvazi višinska točka, kvazi sredi-
šče očrtane krožnice in kvazi središče krožnice devetih točk poljubnega štirikotnika
imenujemo Eulerjeva premica.
2.6 Podobnost
V poglavju 2.4 smo definirali težišče štirikotnika ABCD s pomočjo težišč trikotnikov,
ki imajo za oglišča tri izmed točk A, B, C in D. Ta štiri težišča smo označili z Ga,
Gb, Gc in Gd. Če jih povežemo z daljicami, dobimo štirikotnik GaGbGcGd. Sledeči
izrek o takem štirikotniku najdemo v [12].
Izrek 2.32. Naj bodo Ga, Gb, Gc in Gd težišča trikotnikov BCD, ACD, ABD in
ABC. Štirikotnik GaGbGcGd je podoben štirikotniku ABCD.
Dokaz. Označimo z MBC razpolovišče stranice BC. Potem je daljica AMBC težišč-
nica trikotnika △ABC in kot vemo, težišče tega trikotnika Gd leži na težiščnici v
razmerju AGd : GdMBC = 2 : 1. Torej je |GdMBC | = 13 |AMBC |. Podobno je DMBC
težiščnica trikotnika △BCD s težiščem Ga in velja |GaMBC | = 13 |DMBC |. Oglejmo
si trikotnik △AMBCD. Ker točki Ga in Gd razdelita stranici trikotnika v istem raz-
merju, velja GaGd||AD in |GaGd| = 13 |AD|. Podoben premislek nam da naslednje
rezultate


















V tem poglavju predstavimo rezultate v zvezi s Ponceletovo točko, ki jih najdemo
v [6] in [13].
Izrek 2.33. Naj bo △ABC poljuben trikotnik in H njegova višinska točka. Razpo-
lovišiča stranic trikotnika MAB, MBC in MCA, nožišča višin ter razpolovišča stranic
HA, HB in HC ležijo na isti krožnici.
Dokaz. Označimo nožišča višin na stranice AB, BC in CA s C1, A1 in B1, raz-
polovišča daljic HA, HB in HC pa z X, Y in Z. Oglejmo si trikotnik △AHC.
Ker je MCA razpolovišče stranice CA, X pa razpolovišče stranice HA iz trdi-
tve 2.3 sledi MCAX||CH. Analogno za trikotnik △BCH velja MBCY ||CH. Sledi
MCAX||MBCY . Z isto argumentacijo lahko sklepamo za trikotnik △ABH, kjer je
XY ||AB in za triktonik △ABC, kjer velja MCAMBC ||AB. Torej je XY ||MCAMBC .
Daljica CH je del višine na stranico AB, zato velja CH ⊥ AB. Torej sta da-
ljici MCAX in MBCY pravokotni na daljici XY in MCAMBC , kar pomeni, da je
XYMBCMCA pravokotnik. Analogno velja, da je tudi Y ZMCAMAB pravokotnik.
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Pravokotnika XYMBCMCA in Y ZMCAMAB imata skupno diagonalo MCAY .
Ker so vsi koti v pravokotniku pravi, točke X, MAB, MBC in Z ležijo na krožnici,
ki ima za premer diagonalo MCAY . Daljica Y B1 je del višine na stranico CA, zato
je kot ]Y B1MCA pravi. Sledi, da tudi točka B1 leži na isti krožnici kot že prej
omenjene točke. Analogno lahko sklepamo, da na tej krožnici ležita tudi točki A1 in
C1.
Definicija 2.34. Naj bo △ABC poljuben trikotnik in H njegova višinska točka.
Krožnico, na kateri ležijo razpolovišiča stranic trikotnika MAB, MBC in MCA, noži-
šča višin A1, B1 in C1 ter razpolovišča stranic HA, HB in HC imenujemo krožnica
devetih točk.
Izrek 2.35. Naj bo ABCD poljuben štirikotnik. Krožnice devetih točk trikotnikov
△BCD, △ACD, △ABD in △ABC se sekajo v eni točki.
Dokaz. Naj bo MAB razpolovišče daljice AB, analogno označimo tudi ostala razpo-
lovišča daljic. Krožnica devetih točk vsebuje razpolovišča stranic trikotnika, zato je
krožnica devetih točk trikotnika BCD kar očrtana krožnica medialnega trikotnika
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MBCMCDMBD. Podobno velja za ostale tri trikotnike. Naj bo P presečišče krožnic
devetih točk trikotnikov △BCD in △ACD, ki ni enako MCD. Pokazati moramo,
da točka P leži tudi na krožnicah devetih točk trikotnikov △ABD in △ABC. Po-
kažimo za slednjo, podoben premislek pa bi lahko naredili tudi za krožnico devetih
točk trikotnika △ABD. Želimo dokazati, da je štirikotnik PMACMABMBC tetiven.
Ločimo primera, ko je štirikotnik ABCD konveksen in konkaven.
• konveksni štirikotnik:
Na krožnici devetih točk trikotnika △ACD ležijo točke MAC , MCD, MDA
in P . Kota ]MACPMCD in ]MACMDAMCD sta obodna kota nad tetivo
MACMCD, vendar točki P in MDA ležita na nasprotnih straneh tetive. Sledi
]MACPMCD = 180◦ − ]MACMDAMCD. Oglišča trikotnika △MACMCDMDA
so razpolovišča stranic trikotnika △ACD. Po trditvi 2.3 je MDAMCD||MACC
in MDAMAC ||MCDC, torej je štirikotnik MACCMCDMDA paralelogram in velja
]MACMDAMCD = ]MACCMCD. Povzemimo zgornje ugotovitve in dobimo:
]MACPMCD = 180
◦ − ]MACMDAMCD
= 180◦ − ]MACCMCD
= 180◦ − ]ACD






S pomočjo slike 2.17 opazimo enakost ]MACPMBC = 360◦ −]MACPMCD −
]MBCPMCD. Z upoštevanjem zgornjih izračunov sledi:
]MACPMBC = 360
◦ − ]MACPMCD − ]MBCPMCD
= 360◦ − 180◦ + ]ACD − ]BCD
= 180◦ − ]ACB
= 180◦ − ]MACMABMBC
Zadnja enakost drži, saj je po trditvi 2.3 AC||MABMBC in BC||MABMAC , to-
rej sta kota ]ACB in ]MACMABMBC res skladna. Iz enakosti ]MACPMBC =
180◦ − ]MACMABMBC sledi, da je štirikotnik PMACMABMBC tetiven.
• konkavni štirikotnik:




= 180◦ − ]MBCCMCD
= 180◦ − ]BCD






S slike 2.18 razberemo, da velja ]MACPMBC = ]MACPMCD−]MBCPMCD.
Z upoštevanjem zgornjih izračunov tako kot pri konveksnem štirikotniku, tudi
tukaj sledi:
]MACPMBC = ]MACPMCD − ]MBCPMCD
= ]ACD − 180◦ + ]BCD
= 360◦ − ]ACB − 180◦
= 180◦ − ]ACB
= 180◦ − ]MACMABMBC
Definicija 2.36. Naj bo ABCD poljuben štirikotnik. Presečišče krožnic devetih
točk trikotnikov △BCD, △ACD, △ABD in △ABC se imenuje Ponceletova točka
štirikotnika ABCD.
Oglejmo si poseben primer štirikotnika ABCD, v katerem velja AB ⊥ CD,
BC ⊥ DA in AC ⊥ BD.
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Zaradi vseh pravokotnosti, ki veljajo v tem štirikotniku, lahko izberemo poljubne
tri točke izmed A, B, C in D ter jih povežemo v trikotnik, pa bo četrta točka vedno
višinska točka tega trikotnika. Označimo z A1 presečišče nosilk daljic AC in BD,
z B1 presečišče nosilk BC in DA ter z D1 presečišče nosilk DC in AB. Opazimo,
da so točke A1, B1 in D1 nožišča višin v trikotnikih △BCD, △ACD, △ABD in
△ABC. Kot vemo nožišča višin trikotnika ležijo na krožnici devetih točk, torej
krožnice devetih točk trikotnikov △BCD, △ACD, △ABD in △ABC sovpadajo in
Ponceletova točka ni definirana.
Definicija 2.37. Naj bo ABC poljuben trikotnik in T točka v ravnini tega triko-
tnika. Označimo z A1, B1 in C1 pravokotne projekcije točke T na nosilke stranic
BC, CA in AB. Trikotnik △A1B1C1 imenujemo pedalni trikotnik.
Izrek 2.38. Ponceletova točka P poljubnega štirikotnika ABCD leži na očrtanih
krožnicah pedalnih trikotnikov, ki jih dobimo, če za oglišča trikotnikov izberemo tri
točke izmed A, B, C in D ter četrto točko projiciramo na stranice izbranega triko-
tnika.
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Dokaz. Naj bodo MAC , MBC , MCD razpolovišča stranic AC, BC in CD. Zadostuje,
da pokažemo, da Ponceletova točka P leži na očrtani krožnici enega pedalnega triko-
tnika. Za ostale krožnice bi lahko dokazali analogno. Oglejmo si trikotnik △ACD.
Projekcijo točke B na nosilke stranic CD, DA in AC označimo z A1, C1 in D1.
Torej je trikotnik △A1C1D1 pedalni trikotnik trikotnika △ACD glede na točko B.




Glede na sliko 2.19 želimo pokazati, da velja ]D1PA1 = 180◦ − ]D1C1A1.
]D1PA1 = ]D1PMBC + ]MBCPA1
= 180◦ − ]D1MACMBC + ]MBCMCDA1
= 180◦ − ]D1AB + ]BDA1
= 180◦ − ]D1C1B + ]BC1A1
= 180◦ − ]D1C1A1
Točka D1 je projekcija točke B na nosilko stranice AC, zato je hkrati tudi
podnožišče višine na to stranico v trikotniku △ABC. Torej D1 leži na kro-
žnici devetih točk trikotnika △ABC. Na tej krožnici ležita tudi točki MAC in
MBC , glede na definicijo 2.36 pa tudi Ponceletova točka P . S podobnim pre-
mislekom dobimo, da točke MCD, P , MBC in A1 ležijo na krožnici devetih točk
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trikotnika △BCD. Iz teh ugotovitev sledi drugi enačaj v zgornjem računu.
Po trditvi 2.3 velja MACMBC ||AB in MBCMCD||BD, kar smo upoštevali pri
enakostih ]D1MACMBC = ]D1AB in ]MBCMCDA1 = ]BDA1. S tem je
pojasnjen tretji enačaj zgornjega računa. Predzadnji enačaj pa velja, ker sta
kota ]AC1B in ]AD1B prava. Potem je štirikotnik ABD1C1 tetiven, kota
]D1AB in ]D1C1B pa sta obodna kota nad tetivo D1B in zato skladna. Po-




S pomočjo slike 2.20 želimo pokazati, da velja ]D1PA1 = ]D1C1A1.
]D1PA1 = ]D1PMBC + ]MBCPA1
= ]D1MACMBC + ]MBCMCDA1
= ]D1AB + ]BDA1
= ]D1C1B + ]BC1A1
= ]D1C1A1
Utemeljitev za zgornji račun je enaka kot za konveksni štirikotnik.
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2.8 Središči včrtanih krožnic
Vsak trikotnik ima natanko eno središče včrtane krožnice, kar pa ne velja nujno
tudi za štirikotnik. Glede na [3] ima konveksen štirikotnik kar dve središči včrtane
krožnice. Pri definiciji središč včrtanih krožnic ima pomembno vlogo premica, ki je
opisana v [11].
Izrek 2.39. Naj bo ABCD štirikotnik, ki nima vzporednih stranic. Naj bo E preseči-
šče nosilk stranic AB in CD, F pa presečišče nosilk stranic BC in DA. Razpolovišča
daljic AC, BD in EF so kolinearna.
Dokaz. Naj bodo B′, E ′ in C ′ razpolovišča daljic CE, BC in BE. Po trditvi 2.3 je
B′E ′ vzporedna daljici BE, E ′C ′ vzporedna daljici EC in C ′B′ vzporedna daljici
CB. Točka B′ je razpolovišče daljice CE in velja B′E ′||BE||AE, zato nosilka daljice
B′E ′ seka daljico AC ravno v razpolovišču. Naj bo to točka J . Daljica JB′ je
torej srednjica trikotnika △AEC. Podobno velja za trikotnik △BED, kjer je C ′
razpolovišče stranice BE in nosilka daljice E ′C ′ seka stranico BD v razpolovišču K.
V trikotniku △FEB je C ′ razpolovišče stranice BE, nosilka daljice C ′B′ pa seka
stranico EF v njenem razpolovišču L.






































. Točke A, D in F ležijo na













= 1. Po izreku 2.9 z ozirom na trikotnik △B′E ′C ′
so točke J , K in L kolinearne.
Definicija 2.40. Naj bo ABCD štirikotnik, ki nima vzporednih stranic. Naj bo E
presečišče nosilk stranic AB in CD, F pa presečišče nosilk stranic BC in DA. Raz-
polovišča daljic AC, BD in EF ležijo na premici, ki jo imenujemo Gauss-Newtonova
premica.
Premislimo, zakaj smo definirali štirikotnik brez vzporednih stranic. Štiriko-
tnika, ki ne ustrezata tem pogojem sta trapez in paralelogram. Zaradi vzporednosti
ne obstaja presečišče nosilk nasprotnih stranic. Posledično tudi ne moremo defini-
rati razpolovišča daljice EF , zato nam ostaneta samo še razpolovišči diagonal. V
paralelogramu se diagonali razpolavljata, torej imamo samo eno točko in premica
ni definirana. V trapezu pa Gauss-Newtonova premica obstaja in je definirana kot
premica skozi razpolovišči diagonal.
Lema 2.41. Naj bo ABCD poljuben štirikotnik. Označimo z J in K razpolovišči
diagonal AC in BD ter z [△ABC] orientirano ploščino trikotnika △ABC. Točka
T ustreza enačbi [△TAB] + [△TCD] = [△TBC] + [△TDA] natanko takrat, ko T
leži na Newtonovi premici JK.
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Dokaz. Orientirana ploščina ima pozitiven predznak, če je trikotnik pozitivno ori-
entiran in negativnega, če je orientiran negativno. Izrek bomo dokazali z nizom





predstavlja vektor, ki je po velikosti enak ploščini paralelograma s stranicami TA in







TB) = [△TAB]. Podobno lahko sklepamo za ostale vektorske produkte,
paziti moramo le na vrstni red vektorjev v vektorskem produktu, saj je vektorski pro-
dukt antikomutativen. Upoštevali bomo tudi distributivnost vektorskega produkta.
Iz vsega naštetega sledi:
[△TAB] + [△TCD] = [△TBC] + [△TDA]




















































































































⇐⇒ T , J in K ležijo na isti premici (Newtonovi premici JK)
Slika 2.21
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TJ velja, če upoštevamo, da
je točka J razpolovišče diagonale AC in dejstvo, da se diagonali v paralelogramu
razpolavljata. Podobno velja za točko K, ki je razpolovišče diagonale BD.
V poljubnem konveksnem štirikotniku ABCD poimenujmo stranice štirikotnika
a = |AB|, b = |BC|, c = |CD| in d = |DA|. Označimo z J razpolovišče diagonale
AC in s K razpolovišče diagonale BD ter narišemo Newtonovo premico skozi ti dve
točki. Poimenujemo presečišče nosilk stranic AB in CD z E, ter presečišče nosilk
stranic BC in DA z F . Ločimo definiciji za konveksni in konkavni štirikotnik.
Definicija 2.42. Naj bo ABCD konveksni štirikotnik. Simetrala kota ]BEC seka
Newtonovo premico v točki I1, simetrala kota ]CFD pa v točki I2. Presečišči I1 in
I2 sta središči včrtanih krožnic štirikotnika ABCD. Točka I1 je enako oddaljena od
nosilk stranic AB in CD, to razdaljo označimo z r1. Točka I2 je enako oddaljena
od nosilk stranic BC in DA, to razdaljo označimo z r2.
Izrek 2.43. Naj bo ABCD konveksen štirikotnik in S njegova ploščina. Označimo
z r1 razdaljo med I1 in nosilkama stranic AB ter CD, z r2 pa razdaljo med I2 in
nosilkama stranic BC ter DA. Potem velja S = o·r
2




Dokaz. Označimo stranice AB, BC, CD in DA z a, b, c in d. Točka I1 leži
na Newtonovi premici, zato po lemi 2.41 glede na sliko 2.22 velja S(△I1AB) +
S(△I1CD) = S(△I1BC) + S(△I1DA). Ploščina štirikotnika ABCD je enaka
S = S(△I1AB) + S(△I1CD) + S(△I1BC) + S(△I1DA). Iz tega sledi:
S
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dobljeni enačbi v a+ c = S
r1
in b+ d = S
r2





Zapišemo nekoliko drugače o = S r1+r2
r1r2
in upoštevamo enakost r = 2r1r2
r1+r2
, da dobimo
o = S 2
r




Opomba 2.44. Tangentnemu štirikotniku lahko včrtamo krožnico, zato ima eno
samo središče včrtane krožnice I = I1 = I2 in posledično velja tudi r1 = r2.
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3 Tetivni štirikotnik
3.1 Središče včrtane krožnice v tetivnem štirikotniku
V poglavju 2.8 smo se omejili na konveksne štirikotnike, sedaj pa se omejimo še
bolj in obravnavamo samo tetivne štirikotnike. V tem poglavju bomo spoznali, kaj
novega nam prinese ta omejitev, še več o središču včrtane krožnice pa lahko izvemo
v [3]. Začnimo z znanim izrekom, za katerega obstaja več različnih dokazov, sledeči
je zapisan v [7].
Izrek 3.1 (Izrek o simetrali kota). V trikotniku △ABC se simetrala kota ]CAB
in stranica BC sekata v točki D. Velja |BD| : |DC| = |AB| : |AC|.
Dokaz. Označimo s h1 višino na stranico BC. Točka D leži na simetrali kota ]CAB,
zato je enako oddaljena od nosilk daljic AC in AB. Označimo razdaljo od točke D
do nosilk s h2.
Sedaj pa si poglejmo razmerje med dolžino daljice BD in DC:












= |AB| : |AC|
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Izrek 3.2. V tetivnem štirikotniku ABCD točki I1 in I2 sovpadata.
Dokaz. Naj bo E presečišče nosilk stranic AB in CD ter F presečišče nosilk stranic
BC in DA. Pri dokazu se bomo opirali na sliki 3.1 in 3.2, dokaz bi tekel zelo
podobno, če bi uporabili drugačno skico. Označimo z ϵ in φ polovična kota pri
oglišču E oz. F , presečišči simetrale kota ]CFD s stranicama AB in CD pa H in
G. Presečišče simetral kotov ]BEC in ]CFD poimenujmo I. Če uspemo pokazati,
da točka I leži na Newtonovi premici JK, potem glede na definicijo 2.42 izrek velja.
Na sliki 3.1 vidimo štirikotnika AFIE in IFCE, vsota njunih notranjih kotov je
enaka 360◦, zato lahko zapišemo:
(360◦ − ]EAF ) + ϵ+ ]EIF + φ = 360◦
(360◦ − ]EIF ) + ϵ+ ]ECF + φ = 360◦
Preoblikujemo enčabi ter ju seštejemo.
]EIF = ]EAF − ϵ− φ
]EIF = ]ECF + ϵ+ φ
2]EIF = ]EAF + ]ECF
Kot ]EAF je sovršni kot kota ]DAB, zato velja 2]EIF = ]EAF +]ECF =
]DAB+]DCB = 180◦. Zadnja enakost je posledica dejstva, da je vsota nasprotnih
kotov v tetivnem štirikotniku enaka 180◦. Pokazali smo, da je kot ]EIF = 90◦, kar
pomeni, da je trikotnik △GEH enakokrak. Sledi, da je točka I razpolovišče daljice
GH, kar bomo potrebovali malo kasneje.
Slika 3.1
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Poimenujmo diagonalo AC z e in diagonalo BD s f . Na sliki 3.2 opazimo, da
diagionali razdelita notranje kote štirikotnika ABCD tako, da dobimo štiri pare
skadnih kotov, ki jih označimo z α, β, γ in δ. Skladnost kotov ]BAC in ]BDC
velja, ker sta oba obodna kota nad tetivo BC. Analogen premislek lahko naredimo za
ostale pare skladnih kotov. Definirajmo x = e
e+f
in y = f
e+f
, da velja x+y = 1. Takoj










|GD| . Sedaj pa si poglejmo trikotnika △FAC in △FBD. Oba imata skupen
kot pri oglišču F , kota ]ADB in ]ACB pa sta skladna, saj sta obodna kota nad
tetivo AB. Torej sta trikotnika △FAC in △FBD sta skladna.
Slika 3.2
Poglejmo si kot ]BAF . Je zunanji kot notranjega kota štirikotnika ABCD
pri oglišču A, zato je ]BAF = 180◦ − β − α = γ + δ. Uporabili smo pravilo,
da je v tetivnem štirikotniku vsota nasprotnih kotov enaka 180◦, kar za štirikotnik
ABCD pomeni α + β + γ + δ = 180◦. Opazimo, da sta kota ]BAF in ]DCB
enako velika, kot ]AFB pa je trikotnikoma △FBA in △FCD skupen, zato sta



























Iz zapisanih razmerij sledi H = yA + xB in G = yC + xD. Uporabimo sedaj














= xK + yJ.
To pomeni, da I leži na daljici JK. Še več, pokazali smo, da velja razmerje
|JI| : |IK| = x : y = e : f .
3.2 Anticenter
V tem poglavju definiramo točko, ki je opisana v [4] in [5].
Izrek 3.3. Naj imata trikotnika △ABC1 in △ABC2 skupno očrtano krožnico in
stranico AB. Označimo s Hi višinsko točko trikotnika △ABCi za i=1,2. Potem je
daljica H1H2 vporedna, enako dolga in enako usmerjena kot stranica C1C2.
Dokaz. Oba trikotnika imata skupno očrtano krožnico, torej isto središče očrtane
krožnice O. Delita si tudi stranico AB, zato imata tudi skupno razpolovišče stranice
MAB. Sledi, da imata trikotnika △ABC1 in △ABC2 skupno daljico MABO. Torej
po trditvi 2.5 velja enakost |C1H1| = 2 · |MABO| = |C2H2|. Daljici C1H1 in C2H2 sta
del višine trikotnika △ABC1 oz. △ABC2 in zato pravokotni na stranico AB. Sledi
C1H1||C2H2. Torej je štirikotnik H2H1C1C2 paralelogram, kar pomeni H1H2 ∥ C1C2
in |H1H2| = |C1C2|. Še več, daljici H1H2 in C1C2 sta tudi enako usmerjeni.
Izrek 3.4. Naj bo štiriktonik ABCD tetiven in naj bodo Ha, Hb, Hc, Hd višin-
ske točke trikotnikov △BCD, △ACD, △ABD, △ABC. Štirikotnika ABCD in
HaHbHcHd sta skladna in zrcalni sliki zrcaljenja čez točko.
Dokaz. Po izreku 3.3 je daljica HaHb enako dolga, vzporedna in enako usmerjena
kot daljica BA. To pomeni, da je daljica HaHb enako dolga, vporedna in nasprotno
usmerjena kot daljica AB. Analogno lahko premislimo za ostale stranice štirikotnika
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ABCD. Iz tega lahko sklepamo, da sta štirikotnika ABCD in HaHbHcHd skladna
in da štirtikotnik HaHbHcHd dobimo iz štirikotnika ABCD s središčnim raztegom
za faktor −1. Kar pa je enako zrcaljenju čez točko.
Opomba 3.5. Središče zrcaljenja, ki tetiven štirikotnik ABCD preslika v tetiven
štirikotnik HaHbHcHd leži na daljicah AHa, BHb, CHc, DHd in jih razpolavlja.
Izrek 3.6. Naj bo ABCD tetiven štirikotnik in P točka iz opombe 3.5. Pravokotnice
na stranice štirikotnika skozi razpolovišča nasprotnih stranic se stikajo v točki P .
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Dokaz. Označimo z MDA razpolovišče stranice DA. Po predpostavki je točka P
razpolovišče daljice DHd. Oglejmo si, kaj to pomeni za trikotnik △AHdD, kjer je
Hd višinska točka trikotnika ABC. Točki MDA in P sta razpolovišči dveh stranic v
trikotniku △AHdD, zato po trditvi 2.3 velja MDAP ||AHd. Daljica AHd je del višine
na stranico BC, zato velja AHd ⊥ BC in sledi MDAP ⊥ BC. Pokazali smo, da
gre pravokotnica na stranico BC štirikotnika ABCD, ki poteka skozi razpolovišče
stranice DA, tudi skozi anticenter P . Podobno velja za pravokotnice na ostale tri
stranice.
Definicija 3.7. Naj bo ABCD tetiven štirikotnik. Presečišče pravokotnic na stra-
nice štirikotnika skozi razpolovišča nasprotnih stranice imenujemo anticenter.
Vzemimo tetiven štirikotnik ABCD ter označimo z O središče očrtane krožnice
in z GO težišče oglišč tega štirikotnika. Podaljšajmo daljico OGO do točke P tako,
da velja |OGO| : |GOP | = 1 : 1.
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Pokazati želimo, da je točka P anticenter, kar po izreku 3.6 pomeni, da leži
na pravokotnicah stranic skozi razpolovišča nasprotnih stranic. Dovolj je, da to
pokažemo za stranico BC. V poglavju 2.3 smo pokazali, da GO leži na razpolovišču
daljice MDAMBC , torej velja |MDAGO| = |GOMBC |. Iz načina izbire točke P velja
tudi |OGO| = |GOP | in ]OG0MBC = ]PGOMDA. Torej sta trikotnika △OGOMBC
in △PGOMDA skladna. Sledi ]OMBCGO = ]PMDAGO, torej sta daljici MBCO in
MDAP vzporedni. Ker je MBC razpolovišče tetive in O središče očrtane krožnice, je
MBCO pravokotna na stranico BC, torej velja tudi MDAP ⊥ BC. Pokazali smo, da
točka P res leži na pravokotnici stranice BC in gre skozi razpolovišče stranice DA.
Sledi naslednji izrek:
Izrek 3.8. Naj bo ABCD tetiven štirikotnik, GO težišče oglišč tega štirikotnika, O
središče očrtane krožnice štirikotnika in P anticenter. Potem so točke O, GO in P
kolinearne in velja |OGO| : |GOP | = 1 : 1.
3.3 Krožnice devetih točk
Krožnico devetih točk smo definirali v poglavju 2.7, v tem poglavju pa si poglejmo,
kako so krožnice devetih točk predstavljene v [4].
Izrek 3.9. Krožnico devetih točk trikotnika △ABC dobimo s središčnim raztegom
očrtane krožnice za faktor 1
2
, kjer za središče raztega vzamemo višinsko točko H
trikotnika △ABC.
Dokaz. Označimo razpolovišča daljic AH, BH, CH z X, Y in Z. Vemo, da X,
Y in Z ležijo na krožnici devetih točk trikotnika △ABC. Razteg s središčem H in
faktorjem 1
2
torej slika oglišča trikotnika A, B, C v X, Y in Z. Posledično slika
očrtano krožnico trikotnika △ABC v očrtano krožnico trikotnika △XY Z. To pa je
ravno krožnica devetih točk △ABC.
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Posledica 3.10. V poljubnem trikotniku so središče Eulerjeve krožnice N , višinska
točka H in središče očrtane krožnice O kolinearne in ležijo v razmerju HN : NO =
1 : 1.
Izrek 3.9 z drugimi besedami pomeni: če T leži na očrtani krožnici trikotnika
△ABC, potem razpolovišče daljice TH leži na krožnici devetih točk trikotnika
△ABC. Poglejmo, kaj to pomeni za tetivni štirikotnik ABCD. Anticenter P je
razpolovišče daljice AHa, kjer je Ha višinska točka trikotnika △BCD in A točka,
ki leži na očrtani krožnici tega trikotnika. Torej P leži na krožnici devetih točk
trikotnika △BCD. Podobno premislimo, da P leži tudi na krožnici devetih točk
trikotnikov △ACD, △ABD in △ABC, kar zapišemo v naslednji izrek.
Izrek 3.11. Naj bo štirikotnik ABCD tetiven. Anticenter P leži na krožnicah de-
vetih točk trikotnikov △BCD, △ACD, △ABD in △ABC.
Opomba 3.12. Ponceletova točka, ki smo jo definirali v poglavju 2.7 v tetivnem
štirikotniku sovpada z anticentrom.
Trditev 3.13. Naj bo štirikotnik ABCD tetiven in R polmer očrtane krožnice. Kro-




Dokaz. Po izreku 3.9 je krožnica devetih točk dobljena s središčnim raztegom očrtane
krožnice za faktor 1
2
. Ker je štirikotnik ABCD tetiven, imajo trikotniki △BCD,
△ACD, △ABD in △ABC skupno očrtano krožnico, zato je polmer krožnic devetih
točk teh trikotnikov enak polovici radija očrtane krožnice.
Kot smo ravno pokazali, krožnice devetih točk trikotnikov △BCD, △ACD,
△ABD in △ABC potekajo čez anticenter in imajo enak polmer. Torej obstaja




V tem poglavju definiramo Simsonovo premico in nekaj rezultatov, povezanih z njo,
ki jih najdemo v [5]. Povezava med Simsonovo premico in anticentrom pa je zapisana
v [4].
Izrek 3.14. Naj bo trikotnik △ABC očrtan in T točka na očrtani krožnici. Ozna-
čimo z A1, B1 in C1 pravokotne projekcije točke T na nosilke stranic BC, CA in
AB. Potem so točke A1, B1 in C1 kolinearne.
Dokaz. Označimo kote α = ]AC1B1, β = ]BC1A1, γ = ]BTB1 in δ = ]ACB.
Iz konstrukcij točk B1 in C1 vemo, da sta kota TB1A in TC1A prava. Torej je
štirikotnik TAB1C1 tetiven in leži na krožnici s premerom TA. Podobno velja, da sta
tetivna tudi štirikotnika TBA1C1 in TCA1B1, ter ležita na krožnicah s premeroma
TB in TC. Ločimo dokaz glede na to, kje na krožnici leži točka T . Krožnico
razdelimo na šest krožnih lokov, ki jih ločujejo pravokotnice na stranice trikotnika
△ABC skozi oglišča.
Slika 3.3
• Točka T leži na krožnem loku s številko 1 na sliki 3.3:
V tetivnem štirikotniku TAB1C1 sta ]ATB1 in ]AC1B1 obodna kota nad
tetivo AB1, vendar na nasprotnih straneh tetive, zato velja ]ATB1 = 180◦ −
]AC1B1 = 180◦ − α. Štirikotnik TBA1C1 je tetivni, zato sta obodna kota
]BTA1 in ]BC1A1 nad tetivo BA1 skladna, velja ]BTA1 = ]BC1A1 = β.
Ker je štirikotnik TCA1B1 tetivni, sledi 180◦ = ]B1TA1+]A1CB1. Zapišimo
vsoto teh dveh kotov še na drugačen način.
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]B1TA1 + ]A1CB1 = ]BTA1 − ]BTB1 + 180◦ − ]ACB
= β − γ + 180◦ − δ
Torej je 180◦ = β−γ+180◦−δ. Glede na predpostavke izreka je tudi štirikotnik
TABC tetivni, zato velja ]ATB = ]ACB. Slednji kot lahko zapišemo tudi
kot
]ACB = ]ATB1 − ]BTB1
δ = 180◦ − α− γ
Z upoštevanjem 180◦ = β−γ+180◦−δ in δ = 180◦−α−γ sledi β = 180◦−α.
S tem smo pokazali, da sta daljici C1B1 in B1A1 del iste premice.
Podobno pokažemo enakost β = 180◦ − α tudi v primeru, ko točka T leži na
krožnem loku, označenem s številko 2 na sliki 3.3.
• Točka T leži na krožnem loku s številko 4 na sliki 3.3:
Ker je štirikotnik TAB1C1 tetivni, sta obodna kota ]ATB1 in ]AC1B1 nad
tetivo AB1 skladna, velja ]ATB1 = ]AC1B1 = α. V tetivnem štirikotniku
TBA1C1 sta kota ]BTA1 in ]BC1A1 obodna kota nad tetivo BA1, torej velja
]BTA1 = ]BC1A1 = β. Štirikotnik TCA1B1 je tetivni, zato velja:
]BTA1 + ]BTB1 + ]B1CA1 = β + γ + δ = 180
◦
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Iz očitnih razlogov je tudi štirikotnik TABC tetivni, zato velja 180◦ = ]ATB+
]ACB. Zapišimo vsoto teh dveh kotov še drugače.
]ATB + ]ACB = ]ATB1 + ]BTB1 + ]ACB
= α + γ + δ
Upoštevamo enakosti β + γ + δ = 180◦ in α+ γ + δ = 180◦ ter dobimo α = β.
S tem smo pokazali, da sta daljici B1C1 in C1A1 del iste premice.
V primeru, ko točka T leži na krožnem loku, označenem s 3 , 5 ali 6 na sliki 3.3
lahko na podoben način pokažemo enakost α = β.
Definicija 3.15. Naj bo trikotnik △ABC očrtan in T točka na očrtani krožnici.
Premica, na kateri ležijo presečišča nosilk stranic trikotnika s pravokotnicami nanje
skozi točko T se imenuje Simsonova premica.
Opomba 3.16. Simsonova premica je izrojen primer pedalnega trikotnika, ki smo
ga definirali z definicijo 2.37.
Trditev 3.17. Naj ima trikotnik △ABC očrtano krožnico in višinsko točko H.
Označimo z A1 nožišče višine na nosilko stranice BC in z A2 presečišče nosilke
višine in očrtane krožnice. Potem velja |HA1| = |A1A2|.
Dokaz. Uporabimo oznake iz izreka in ločimo primera, ko točka A2 leži na isti strani
stranice AB kot točka C in ko ti dve točki ležita na nasprotnih straneh stranice AB.
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• Točki A2 in C ležita na isti strani stranice AB:
Kota ]BCA in ]BA2A sta obodna kota nad tetivno AB in zato skladna. Tudi
kota ]BCA in ]BHA1 sta skladna, saj je BH del višine na stranico AC, HA1
pa del višine na stranico BC. Torej je BH ⊥ AC in HA1 ⊥ BC. Sledi enakost
]BA2A = ]BHA1, kar pomeni, da je trikotnik △A2HB enakokrak. Torej
višina BA1 tega trikotnika razpolavlja stranico HA2.
• Točki A2 in C ležita na nasprotnih straneh stranice AB:
Kota ]BCA in ]BA2A sta suplementarna, saj sta obodna kota nad tetivo
AB, ki ležita na nasprotnih straneh tetive AB. Sledi ]BCA = ]BA2A1. Kota
]BCA in ]BHA1 sta skladna, saj je BH leži na nosilki višine na stranico
AC, HA1 pa na nosilki višine na stranico BC. Iz tega sklepamo BH ⊥ AC in
HA1 ⊥ BC. Sledi enakost ]BA2A1 = ]BHA1, kar pomeni, da je trikotnik
△A2HB enakokrak. Torej višina BA1 tega trikotnika razpolavlja stranico
HA2.
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Izrek 3.18. Naj bo T točka na očrtani krožnici trikotnika △ABC in naj bodo A1,
B1, C1 presečišča nosilk stranic trikotnika s pravokotnicami nanje skozi točko T .
Prezrcalimo točko T čez A1, B1 in C1 v točke A2, B2 in C2. Točke A2, B2 in C2 so
kolinearne. Še več, na premici skozi te točke leži tudi višinska točka H trikotnika
△ABC.
Dokaz. Točke A2, B2, C2 dobimo s središčnim raztegom točk A1, B1 in C1 s središčem
v točki T za faktor 2. Torej kolinearnost točk A2, B2, C2 sledi iz kolinearnosti točk
A1, B1 in C1, ki ležijo na Simsonovi premici. Preveriti moramo, da višinska točka
H trikotnika △ABC leži na premici s točkami A2, B2 in C2. Pokazati moramo, da
je A2H||A1C1 in dokaz bo končan. Narišimo višino trikotnika △ABC na stranico
BC in označimo podnožišče višine z U . Podaljšajmo višino do krožnice in stičišče
označimo z V , presečišče BC in TV pa z Z.
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Daljici HU in TA1 sta obe pravokotni na stranico BC in zato vzporedni. Želimo
pokazati, da velja α = δ, s čimer bomo dokazali vporednost daljic A2H in A1C1.
Kota ]TA1B in ]TC1B sta enaka 90◦, torej ležita na krožnici s premerom TB. To
pomeni, da je štirikotnik TBA1C1 tetivni. Torej sta kota α in β skladna, saj sta
oba obodna kota nad tetivo C1T . Tudi kota β in γ sta skladna, saj sta obodna kota
nad tetivo AT . Poglejmo si trikotnik △HZV . Kot smo že ugotovili, je HU ⊥ BC,
torej je ZU višina trikotnika △HZV . Po trditvi 3.17 vemo, da velja |HU | = |UV |.
Višina v trikotniku razpolavlja stranico, zato je trikotnik enakokrak. Torej je γ = δ.
Iz vseh enakosti dobimo α = β = γ = δ, kar smo želeli pokazati.
Posledica 3.19. Naj bo T točka, ki leži na očrtani krožnici trikotnika △ABC in H
višinska točka. Potem razpolovišče daljice TH leži na Simsonovi premici točke T .
Dokaz. Točka B1 je razpolovišče daljice TB2, točka C1 pa razpolovišče daljice TC2.
Daljica B1C1 torej povezuje dve razpolovišči stranic v trikotniku △TC2B2, zato
B1C1 razpolavlja vsako daljico od točke T do točke, ki leži na daljici B2C2. To velja
tudi za višinsko točko H trikotnika △ABC.
Izrek 3.20. Naj bo štirikotnik ABCD tetiven. Anticenter P leži na Simsonovih
premicah trikotnikov △BCD, △ACD, △ABD in △ABC.
Dokaz. Točke A, B, C in D ležijo na isti krožnici. Povežemo točke B, C, D v
trikotnik in označimo višinsko točko tega trikotnika s Ha. Po posledici 3.19 vemo,
da razpolovišče AHa leži na Simsonovi premici trikotnika △BCD. To razpolovišče
pa je ravno anticenter P . Podoben premislek naredimo še za ostale tri trikotnike in
ugotovimo, da anticenter leži na Simsonovi premici vseh štirih trikotnikov.
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3.5 Podobnost v tetivnem štirikotniku
Že v poglavju 2.6 smo pokazali podobnost med štirikotnikom ABCD in štiriko-
tnikom GaGbGcGd, kjer so Ga, Gb, Gc in Gd težišča trikotnikov △BCD, △ACD,
△ABD in △ABC. Z dodatno predpostavko, da je štirikotnik ABCD tetiven, lahko
o podobnosti povemo še več, tako kot v [4].
Izrek 3.21. Naj bo ABCD tetiven štirikotnik in naj bodo Na, Nb, Nc, Nd središča
krožnic devetih točk trikotnikov BCD, ACD, ABD in ABC. Štirikotnik NaNbNcNd
je podoben štirikotniku ABCD in prav tako tetiven.
Dokaz. Naj bodo Ha, Hb, Hc in Hd višinske točke trikotnikov BCD, ACD, ABD
in ABC. Iz posledice 3.10 sledi, da je Ni slika Hi središčnega raztega s faktorjem 12
in središčem O za i = a, b, c, d. Torej je štirikotnik NaNbNcNd podoben štirikotniku
HaHbHcHd za faktor 12 . Po izreku 3.4 sta štirikotnika ABCD in HaHbHcHd skladna,
zato je NaNbNcNd podoben tudi štirikotniku ABCD za faktor 12 . Ker je ABCD
tetiven štirikotnik, je tudi NaNbNcNd tetiven. Polmer očrtane krožnice štirikotnika
NaNbNcNd je enak polovici polmera očrtane krožnice štirikotnika ABCD.
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4 Zaključek
V magistrskem delu smo raziskovali štirikotnik ABCD in ugotovili, da razpolovišča
stranic štirikotnika določajo paralelogram, ki ga imenujemo Varignonov paralelo-
gram. Dokazali smo, da je ploščina Varignonovega paralelograma enaka polovici
ploščine štirikotnika ABCD. Nato smo ločili dva tipa težišč, in sicer težišče oglišč
in težišče ravninskega lika. Preverili smo, da ti dve točki sovpadata v primeru
poljubnega trikotnika, kar pa ne velja tudi za poljuben štirikotnik. Izjema je le pa-
ralelogram. Za težišče štirikotnika smo izbrali težišče ravninskega lika, ki ga dobimo
s presečiščem dveh daljic. Za krajišča teh daljic smo vzeli težišča štirih trikotnikov,
ki jim za oglišča izberemo tri izmed štirih oglišč štirikotnika. Podobno smo defini-
rali še kvazi višinsko točko, kvazi središče očrtane krožnice in kvazi središče krožnice
devetih točk za štirikotnik ter pokazali, da vse te točke ležijo na skupni premici.
Zaradi analogije s trikotniki jo imenujemo Eulerjeva premica. Še več, dokazali smo,
da tudi pri štirikotnikih veljajo enaka razmerja med temi točkami na premici kot pri
Eulerjevi premici trikotnika. Kot zanimivost smo dokazali še podobnost štirikotnika
ABCD s štirikotnikom, ki ima oglišča iz težišč trikotnikov △BCD, △ACD, △ABD
in △ABC.
V nadaljevanju magistrskega dela smo se ukvarjali s Ponceletovo točko. Ta je
definirana kot presečišče krožnic devetih točk zgoraj naštetih trikotnikov, ki jih
dobimo iz možnih kombinacij oglišč štirikotnika. Omenili smo še poseben primer
konkavnega štirikotnika, ki nima definirane Ponceletove točke, ker krožnice devetih
točk omenjenih trikotnikov sovpadajo in zato točka ne more biti enolično določena.
Nato smo definirali pedalne trikotnike, ki jih dobimo s projekcijo enega oglišča šti-
rikotnika na stranice trikotnika iz preostalih treh oglišč štirikotnika. Dokazali smo,
da Ponceletova točka leži na očrtanih krožnicah pedalnih trikotnikov. V zadnjem
poglavju prvega dela smo definirali Gauss-Newtonovo premico, na kateri ležita raz-
polovišči diagonal štirikotnika in razpolovišče daljice, ki ima za krajišči presečišči
nosilk nasprotnih stranic štirikotnika. Obrazložili smo, da ta premica ni definirana
v paralelogramu zaradi vzporednosti nasprotnih stranic paralelograma. Z njeno po-
močjo smo definirali kar dve središči včrtanih krožnic v konveksnem štirikotniku
in pokazali, da za ploščino konveksnega štirikotnika obstaja splošen obrazec, ki je
odvisen samo od obsega štirikotnika in polmerov obeh včrtanih krožnic štirikotnika.
V drugem delu magistrske naloge smo se posvetili tetivnim štirikotnikom. Naj-
prej smo pokazali, da središči včrtanih krožnic v tetivnem štirikotniku sovpadata.
Nato smo si ogledali presečišče pravokotnic na stranice tetivnega štirikotnika skozi
razpolovišča nasprotnih stranic. Točko smo poimenovali anticenter in utemeljili dva
izreka v povezavi z njim. Ugotovili smo, da težišče oglišč tetivnega štirikotnika leži
na razpolovišču daljice, ki ima za krajišči anticenter in središče očrtane krožnice.
Poleg tega smo dokazali še, da anticenter tetivnega štirikotnika ABCD leži tudi na
krožnicah devetih točk trikotnikov △BCD, △ACD, △ABD in △ABC. Kot zani-
mivost smo zapisali, da imajo vse štiri omenjene krožnice devetih točk enak polmer,
ki je enak tudi polovici polmera očrtane krožnice štirikotnika ABCD. Zatem smo
si ogledali premico, na kateri ležijo projekcije enega oglišča tetivnega štirikotnika na
nosilke stranic trikotnika, ki ima za oglišča preostale tri oglišča štirikotnika. Tako
premico imenujemo Simsonova premica. Utemeljili smo, da se vse štiri Simsonove
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premice, ki jih lahko dobimo iz oglišč tetivnega štirikotnika sekajo ravno v anticentru.
Podobno kot smo v prvem delu magistrskega dela opazovali podobnost v poljubnem
štirikotniku, smo tem delu potrdili skladnost med tetivnim štirikotnikom ABCD in
štirikotnikom, ki ima za oglišča višinske točke trikotnikov △BCD, △ACD, △ABD
in △ABC. Na koncu pa smo dodali še dokaz podobnosti teh dveh štirikotnikov s
štirikotnikom, ki ima za oglišča središča krožnic devetih točk omenjenih trikotnikov.
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